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Annotatsiya : Ushbu magolada zamonaviy matematikaning fundamental bo‘limlaridan
biri bo‘lgan Riman geometriyasining nazariy asoslari va uning amaliy ahamiyati tadqiq
etilgan. Tadgigot davomida ko‘p o‘Ichovli manifoldlar tushunchasi, Riman metrikasi va metrik
tenzorning geometrik xossalari tahlil gqilingan. Shuningdek, Riman fazolarida geodezik
chiziglar, egilish (krivizna) tushunchasi va ularning zamonaviy fizika, xususan, umumiy
nisbiylik nazariyasidagi o‘rni yoritib berilgan. Maqolada differensial geometriya usullarining
fan va texnika rivojidagi ahamiyati geometrik va analitik yondashuvlar orqali asoslangan.

Kalit so’zlar : Riman geometriyasi, manifold (ko‘’p o‘Ichovli ko‘rinish), Riman metrikasi,
metrik tenzor, geodezik chiziglar, egilish, Riman fazosi, differensial geometriya.

AHHOTaumua : B daHHOU cmamee uccnedyromcs meopemu4veckKue OCHOBbl 2eomMempuu
PumaHa, saensawowelicA 00HUM U3 (YHOAMEHMAsnbHbIX  pPa30esnos8  Co8pPeMeHHOU
mamemMamuKu, U eé rnpakmu4yeckoe 3Ha4yeHue. B xode uccnedosaHus aHanusupyromcs
MOHAMUE MHO20MEPHbLIX MHO2006pa3ul, caolicmea puMaHOB80U MeMPUKU U Mempu4ecKkoz20
meH30pa. Takxe oceew,aromca KOHUenuyuu 2eo0e3u4eckux AUHUl, Kpueu3Hbl 8 PUMAHOBbIX
pocmpaHcmeax U Ux posb 8 cospeMeHHOU @u3uke, 8 YyacmHocmu, 8 obuweli meopuu
OmHocumesnibHOCMuU. B cmamee HO OCHOBe 2eoMempuYyecKux U aHAAUMuUYecKux rnooxoooe
0b60cHOBAHA 8GXHOCMbL Memo0o8 OugpgepeHyuUasnbHOU 2ceoMmempuu 8 pPaA3suUMUU HAYKU U
MexHUKU.

KnioueBble cnoBa: zceomempua PumaHa, MHo2006pa3ue, puMaHoO8a MempuKa,
mempu4ecKuli meH30p, 2eode3uyecKue JsUHUU, Kpusu3HA, PUMAHOB80 [MPOCMPAHCMBO,
oughpepeHyuanbHas 2eomempus.

Abstract : This article explores the theoretical foundations of Riemannian geometry, one
of the fundamental branches of modern mathematics, and its practical significance. The study
analyzes the concept of multidimensional manifolds, the properties of the Riemannian metric,
and the metric tensor. It also highlights the concepts of geodesic lines, curvature in
Riemannian spaces, and their role in modern physics, particularly in the general theory of
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relativity. The importance of differential geometry methods in the development of science and
technology is justified through geometric and analytical approaches.

Keywords: Riemannian geometry, manifold, Riemannian metric, metric tensor, geodesic
lines, curvature, Riemannian space, differential geometry.

Insoniyatning fazo hagidagi tasavvurlari ming yillar davomida Yevklid geometriyasi
doirasida cheklanib qolgan edi. Biroq, XIX asr o‘rtalariga kelib, matematik tafakkurda ulkan
burilish yuz berdi. 1854-yilda Bernhard Riman o‘zining "Geometriya asosida yotgan farazlar
to‘grisida"gi mashhur ma’ruzasi bilan fanda yangi davrni ochib berdi. Riman geometriyasi
nafaqat tekislik yoki sirtlarni, balki ixtiyoriy o‘lchovli egri fazolarni o‘rganish imkonini yaratdi.
Ushbu magolada Riman geometriyasining fundamental tushunchalari va ularning zamonaviy
nazariy fizika hamda texnologiyalardagi o‘rni tahlil gilinadi.

Differensial geometriya — matematikaning muhim bo‘limlaridan biri bo‘lib, u egri
chiziglar, sirtlar va ko‘p o‘Ichovli fazolarning geometrik xossalarini differensial va integral
hisoblash usullari yordamida o‘rganadi. Bu fan geometrik obyektlarning uzunligi, burchagi,
egilishi, yuzasi va boshga xususiyatlarini matematik jihatdan aniqglash va tahlil qilish bilan
shug‘ullanadi. Differensial geometriya asosan matematik analiz, chiziqli algebra va klassik
geometriya asoslariga tayanadi. Shu sababli u matematikaning bir necha yo‘nalishlarini
birlashtirgan murakkab va keng gamrovli fan hisoblanadi.

Riman geometriyasining eng muhim tushunchalaridan biri ko‘p o‘Ichovli ko‘rinishlar,
ya’'ni manifoldlar hisoblanadi. Manifold — bu shunday matematik fazoki, uning har bir kichik
gismi oddiy Evklid fazosiga o‘xshash bo‘ladi. Boshgacha aytganda, manifold global jihatdan
murakkab shaklga ega bo‘lishi mumkin, lekin uning har bir kichik sohasi oddiy koordinata
tizimi orqali ifodalanadi va u yerda Evklid geometriyasining qonunlari amal giladi.

Manifold tushunchasi matematikada murakkab geometrik shakllarni o‘rganish uchun
kiritilgan. Oddiy geometriyada biz tekislik yoki uch o‘lchovli fazoni ko‘rib chigamiz. Ammo
tabiatda va ilmiy tadgiqotlarda bundan ham murakkab shakllar uchraydi. Shunday fazolarni
o‘rganish uchun matematiklar manifoldlar nazariyasini ishlab chiqgdilar. Bu nazariya
yordamida turli o‘lchovdagi fazolarni umumiy usullar bilan o‘rganish mumkin.

Manifold tushunchasini tushunish uchun oddiy misol sifatida Yer sharining sirtini ko‘rib
chigish mumkin. Yerning butun sirtini garaganda u sfera shakliga ega. Ammo kichik hududni,
masalan, bir shahar yoki viloyat hududini olsak, u deyarli tekis ko‘rinadi. Shu sababli sfera ikki
o‘Ichovli manifold hisoblanadi. Chunki uning har bir kichik gismi tekislikka o‘xshash bo‘lsa
ham, umumiy ko‘rinishi egri sirt bo‘ladi.

Manifoldlar turli o‘lchovlarda bo’lishi mumkin. Masalan:

e 1 o‘Ichovli manifold — egri chizig;

o2 o’Ichovli manifold — sirtlar (masalan, sfera yoki silindr sirtlari);

¢3 o‘Ichovli manifold — uch o‘Ichovli fazoga o‘xshash murakkab fazolar.

Riman geometriyasining asosiy tushunchalaridan biri Riman metrikasi hisoblanadi.
Riman metrikasi — bu manifoldda masofa, burchak va uzunlik kabi geometrik kattaliklarni
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aniglash imkonini beruvchi matematik tuzilma hisoblanadi. Oddiy Evklid geometriyasida
masofa va burchaklar aniq formulalar orgali aniglanadi. Ammo ko‘p oflchovli yoki egri
fazolarda bunday kattaliklarni aniglash uchun maxsus matematik apparat zarur bo‘ladi. Shu
sababli Riman metrikasi tushunchasi kiritilgan.

Riman metrikasi odatda metrik tenzor yordamida ifodalanadi. Metrik tenzor — bu
manifoldning har bir nugtasida aniglangan matematik obyekt bo’lib, u ikki vektor orasidagi
skalyar ko‘paytmani aniglash imkonini beradi. Agar manifoldda koordinatalar tizimi
(x1,x2,...,xM) berilgan bo‘lsa, u holda Riman metrikasi quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

ds? = g;;dx'dx’

bu yerda gj — metrik tenzorning komponentalari bo‘lib, ular fazoning geometrik
tuzilishini ifodalaydi. Ushbu formula yordamida manifolddagi juda kichik masofa elementini
aniqglash mumkin.

Riman geometriyasida asosiy o‘rganiladigan obyektlardan biri Riman fazosi
hisoblanadi. Riman fazosi — bu differensiallanuvchi manifold bo‘lib, unda masofa, burchak va
uzunlik kabi geometrik kattaliklarni aniglash imkonini beruvchi Riman metrikasi berilgan
bo‘ladi. Boshgacha aytganda, agar biror ko‘p o‘lchovli manifoldda metrik tenzor aniglangan
bo‘lsa, u holda bunday manifold Riman fazosi deb ataladi.

Matematik jihatdan Riman fazosi odatda (M, g) ko‘rinishda belgilanadi. Bu yerda M —
differensiallanuvchi manifold, g esa shu manifoldda berilgan metrik tenzor hisoblanadi. Aynan
metrik tenzor yordamida fazodagi masofa, vektorlar uzunligi va ular orasidagi burchaklar
aniglanadi. Riman fazosi tushunchasi oddiy Evklid fazosining umumlashgan shakli hisoblanadi.
Evklid geometriyasida tekislik yoki uch o‘Ichovli fazoda masofa quyidagi mashhur formula
orqali aniglanadi:

d= \/(Xz —X1)? + (Y2 — y1)?
Riman fazolariga bir nechta oddiy misollar keltirish mumkin:
1. Evklid fazosi
Oddiy tekislik yoki uch o‘Ichovli fazo ham Riman fazosining eng sodda misoli hisoblanadi.
Bu yerda metrika oddiy Evklid metrikasiga teng bo‘ladi va fazo egilmagan bo‘ladi.
2. Sfera sirtlari
Sfera sirtini ham Riman fazosi sifatida qarash mumkin. Masalan, Yer sharining sirtida
joylashgan barcha nugtalar ikki o‘lchovli Riman fazosini tashkil giladi. Bu yerda eng gisqa
yo‘llar katta doiralar bo‘ylab o‘tadi.
3. Silindr sirtlari
Silindr sirtini ham ikki o‘lchovli Riman fazosi sifatida gqarash mumkin. Bu fazoda geodezik
chiziglar silindr bo‘ylab o‘tuvchi egri chiziglar bo‘ladi.
Riman geometriyasida muhim tushunchalardan biri geodezik chiziglar hisoblanadi.
Geodezik chiziq — bu manifoldda ikki nugta orasidagi eng qisga yoki eng tabiiy yo‘lni
ifodalovchi egri chiziqdir. Boshgacha aytganda, geodezik chiziq fazoning ichida harakat
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gilayotgan nuqgta yo‘nalishini imkon qadar o‘zgartirmasdan davom ettiradigan chiziq
hisoblanadi. Geodezik chiziq tenglamasi odatda quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
d?x* . dx'dx!
-|- y ——
dt? U dt dt
Bu yerda F% — Kristoffel belgilaridir.

Riman geometriyasida eng ko‘p qofllaniladigan ulanish Levi-Chivita ulanishi
hisoblanadi. Bu ulanish ikki muhim xususiyatga ega:
eu metrikaga mos keladi, ya’ni vektorlarning uzunligi saglanadi;
e u simmetrik bo‘lib, fazoning geometrik tuzilishini to‘g‘ri aks ettiradi.
Levi-Chivita ulanishi orgali kovariant hosila quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:
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Bu yerda I‘E — Kristoffel belgilarini ifodalaydi. Ular fazoning qanday egilganligini

A

ko‘rsatadi va kovariant hosilani hisoblashda muhim rol o‘ynaydi.

Differensial geometriyada muhim tushunchalardan biri egilish (krivizna) hisoblanadi.
Egilish — bu geometrik obyektning tekislikdan yoki oddiy Evklid fazosidan ganchalik farq
gilishini ko‘rsatuvchi kattalikdir. Boshgacha aytganda, egilish sirt yoki fazoning gqanchalik egri
ekanligini matematik tarzda ifodalaydi.

Riman egilish tenzorining matematik ifodasi

Agar manifoldda Levi-Chivita ulanishi berilgan bo‘lsa, Riman egilish tenzori F}}l
quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:

.oy aT,

i =———+Fi m __ i m
jkl 6Xk aXl km*® jl

Im* jk

Bu yerda:

F}‘k— Kristoffel belgilarini bildiradi, ular ulanish orqali vektorlarning kovariant hosilasi
hisoblanayotganda paydo bo‘ladi.

Riman geometriyasi nafagat matematika nazariyasi, balki fizika, kosmologiya,
mexanika, navigatsiya va kompyuter grafikasi kabi sohalarda keng qo’llaniladi. Umuman
olganda, Riman geometriyasi fazolarning egilishi va geometrik xossalarini chuqur tushunishga
imkon beruvchi nazariy vosita bo‘lib, zamonaviy ilm-fanning ko‘plab yo‘nalishlarida markaziy
ahamiyatga ega.
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